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1. INTRODUCTION 
Cette note se compose de trois parties. Dans la ire partie, on rappelle les 
dkfinitions gCnCrales (Ky Fan [l]) t e on retrouve d’une faGon plus directe 
un rksultat de Ky Fan [l]. Dans la 2me partie, on Ctablit la relation entre les 
points @-extrkmaux et les points extrkmaux au sens classique ainsi que la 
front&e de Choquet. Enfin, dans la 3me partie, on donne la dkfinition des 
fonctions @-concaves et on obtient immkdiatcmcnt une gCntralisation du 
principe du minimum de Bauer. 
Je dois signaler que j’obtiens tous ces rksultats (sauf la Proposition 6) avant 
avoir lu la note [8] de RI. W. Grossman. 
Qu’il me soit permis d’exprimer ma chaleureuse reconnaissance & !Monsieur 
le Professeur Gustave Choquet qui dirige mes recherches. 
2. DEFINITIONS ET NOTATIONS (Ky Fan [l]) 
Soient S un ensemble quelconque (non vide), @ une famille de fonctions 
rkelles dkfinies sur S. Un ensemble XC S est dit @-conve.ve si X = S ou 
bien X est une intersection des ensembles de la forme 
{x E s :f(x) > a!> Oil fE@, ZER. 
Pour #J f  A C S, l’intersection de toutes les parties @-convexes de S 
contenant rZ est dite l’enveloppe @-conwexe de A, not& ~(-4) ou c,(A). 
Soient a, x, y  E S, on dit que a est @-entre .z et y  si: 
(fE@,fW GfWfW <f(s)) 71 (f(a) =fW =fW 
Soit 4 f  ,4 C B C S; A est dit ensemble @-extrhnal de B si: 
(a E A, a est @-entre les points x, y  de B) a (x E A, y  E A). 
Si A se rCduit Bun point, A = {a}, (L est ditpoint @-extrhal de B. L’ensemble 
des points @-extrkmaux de A f  4 est design& par a(A) ou CT,(A). 
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3. LE THBORBME DE KREIN-~UILMAN-KY FAN 
PROPOSITION 1 (theoreme de Krein-Milman-Ky Fan). Soient S un 
espace separe’, k’ une partie compacte non vide de S, @ une famille de fonctions 
reelles definies SW S telle que: 
1. la restriction de chaque f E @ SW K soit semi-continue inferieurement; 
2. @ skpare les points de K. 
Alors a(K) # 4 et E’enveloppe @-convexe de a(K) est identique a celle de k’. 
Demonstration: Pour la demonstration, on peut utiliser les lemmes 
suivants: 
LEMME 1. L’ensemble des ensembles @-extremaux fermes de K est inductif. 
LERIME 2. Si KI est un ensemble @-extrbmal fermi de K et f E CD, 
u = infTGCEK1f (x), alors KI n f -‘( ) 01 es un ensemble @-extremal fermi’ de K. t 
LEMME 3. Tout ensemble @-extremal fermi’ de K contient un point Q-e.+ 
tremal de k’. 
LEMME 4. Toute fonction f E @ atteint sa borne inferieure sur K en un 
point @-extre’mal de K. 
Demonstration de la Proposition 1. Soit f E @. Alors 
oL =$if(x) ER et Knf-l(a) #$ 
(car la restriction de f sur le compact K est semi-continue inferieurement). 
Done (Lemme 2) K n f -l(a) est un ensemble @-extremal de K et (Lemme 3) 
k’ n f ml(a) contient un point @-extremal de K. Par suite o(K) # 4. 11 est 
clair que c(a(K)) C c(K). Supposons par l’absurde que c(a(K)) f  c(K), done 
K - c(u(K)) # 4. Alors il existe f E CD et x,, E K: 
ce qui contredit le Lemme 4. 
4. RELATIONS AVEC LA FRONTI~RE DE CHOQUET 
Supposons maintenant que S soit un espace vectoriel topologique locale- 
ment convexe &pare sur R, et @ le dual de S. Alors tout ensemble convexe 
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ferme de S est un ensemble @-convexe de S et reciproquement (car tout 
conrexe ferme d’un espace vectoriel topologique localement &pare sur R 
est I’intersection des demi-espaces fermes). Par consequent, l’enveloppe 
@-convexe d’un ensemble s’identifie avec son enveloppe convexe fermee. 
Rappelons la definition de point extremal d’un ensemble quelconque: Soit 
K une partie d’un espace vectoriel. Un point x,, E K est dit point extremal 
de K si l’on a : 
PROPOSITION 2. Soient S un espace eectoriel topologique localement convexe 
&pare’ SW R, @ le dual de S, K une partie quelconque de S. Alors tout point 
@-extrPma1 de h’ est un point extrtGna1 de h’ et reciproquement. 
Demonstration: Soit a un point @-extremal de K. Soient x, y  E K, 
0 < in < 1 tels que a = owe + (1 ~ a) y. Alors pour toute fonctionf E @, on 
af(a) = @(x) + (1 - a)f(y). Sif(a) <f(x), f(a) <f(y), on a necessaire- 
ment f(a) = f(x) = f(y). Done a est @-entre x et y. Par consequent 
n = N = y  et a est un point extremal de K. 
Reciproquement, soit a un point extremal de K. Supposons par l’absurde 
qu’il existe deux points distincts x, y  de K tels que a soit @-entre x, y. Si 
a$ lx, y  [(lx, y[ etant le segment ouvert d’extremites x, y), on montre que a 
n’est pas @-entre les points x, y  en utilisant le theoreme de separation. Et si 
a E lx, y[, a n’est pas point extremal de K. 
Cela etant, soient X un espace compact, B un sous espace vectoriel de 
F(X) qui &pare les points de X. Soit 9 l’injection canonique de X dans 
RB: 
11 est clair que v  est un homeomorphisme de X sur Y = F(X). Soit @ 
le dual de RB, on a l’identite (Choquet-Meyer [2], p. 152): 
B ={/c F :(E@}. 
PROPOSITION 3. L’ensemble des points B-ewtremaux de X a pour l’image 
par l’application v, l’ensemble des points extremaux de Y = v(X). 
Demonstration : 11 est clair que x est un point B-extremal de X si et 
seulement si y  = e(x) est un point @-extremal de I’. Or d’apres la Proposi- 
tion 2, il y  a identite entre l’ensemble des points @extremaux de Y et 
l’ensemble de ses points extremaux. 
On appelle (voir par exemple Phelps [3], p. 39) frontikwe de Cboquet de X 
relativement & B, l’ensemble C%,(X) des points x E X ayant la propritte 
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suivante: la seule mesure p E .X1(X) telle que p(f) =f(X) pour toute 
fonctionf E B est la mesure de Dirac Ed . 
On sait que la frontiere de Choquet C%,(X) a pour l’image par l’application 
9, l’ensemble des points extremaux de l’enveloppe convexe fermee K de 
IT (Choquet-Meyer [2], p. 153). D’autre part, tout point extremal de K 
appartient a Y et par consequent, il est un point extremal de I-’ (voir par 
exemple Meyer [4], p. 276). D’ou la proposition: 
PROPOSITION 4. La front&e de Choquet de X relativement a B est une 
partie de l’ensemble des points B-extremaux de X: 
Ch,(X) C 40 
Remarque. M. W. Grossman a demontre la proposition 4 dans le cas 
particulier oh B contient les constantes ([8], p. 213). 
La proposition suivante est une gCnCralisation du lemme 4 de H. Bauer 
(PI, PP. 7-14) : 
PROPOSITION 5. Soit x,, E X. Alors les proprie’tes suivantes sont equiva- 
lentes: 
(4 x0 E C&03. 
(b) Pour tout voisinage ouvert u de x0 duns X, il existe r> 0 et f  E B tels 
pe M -f (x0) < c(f (x0) - N) ou M = ouP,,Xf (x), N = wzEECwf (x). 
(c) Les ensembles de la forme {x E X : f  (x) < 01}, oti f  E B, 01 E R, f  (x0) < 01, 
constituent une base de voisinages de x0 duns X. 
Demonstration: L’equivalence a o b figure dans Choquet [6]. Je 
demontre la Proposition 5 suivant le schema b t> co a. 
b o c: Soit w un voisinage ouvert de x0 dans X. Supposons qu’il existe 
~>Oetf~B:fiL-f(x,)<~(f(x~)-N). 
On a f  (x0) > N. Soit OL E R tel que f  (x0) > a. > ZV. 
Alors x0 E {x E X : f  (x) > a} C W. 
Reciproquement, supposons qu’il existe 01 E R et f  E B: 
x0 E {x E x : f  (x) > a} c w. 
Soit /3 = f  (x0) - (Y > 0. On a N < a. 11 est clair qu’il existe E > 0 tel que 
/3c > M -f(xo). Done .$ f  (x0) - N) > /SE > M -f (x0). 
a o c: l’equivalence a o c est une traduction du theoreme suivant de 
Choquet (voir par exemple Meyer [4], p. 276) : K Ctant un convexe compact 
d’un espace vectoriel topologique localement convexe s&pare sur R, pour 
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qu’un point x E K soit extremal, il faut et il suffit que les tranches de K conte- 
nant .T forment une base de voisinages de x. 
Remarque. 1. En utilisant la Proposition 5, on obtient I’inclusion 
C%,(X) C Us par une autre methode plus simple. 
2. L’inclusion C/z,(X) C a,(X) reste vraie dans le cas suivant : (Bourbaki 
[7], exercice 3, p. 265) X est un espace compact, B un cone convexe de fonc- 
tions semi-continues inferieurement sur X, contenant 1. On dit qu’un point 
x E X est un point de Ch,(X) si la mesure Ed: est minimale pour la relation 
de preordre 
p < v  : (p < v; p, v  E A’+(X)) - (p*(f) < v*(f), Vf E B). 
La proposition suivante est une generalisation d’un resultat de ILL W. 
Grossman [8] : 
PROPOSITION 6. Soient X un espace compact, B un sous espace vectoriel 
siparant de Y?(X). Supposons que Ch,(X) = crB(X) et que A soit un ensemble 
B-estre’mal de X. Alors on a: 
1. ChA = u&I). 
2. A n Ch,(X) = ChA. 
ozi C’hil dtfsigne la front&e de Choquet de A relativement b B 1 A. 
De’monstration: La methode est analogue a celle de M. W. Grossman [8]. 
11 est nature1 de poser le probleme suivant: 
ProbEme. Caracteriser les sous espaces vectoriels separants B de g(X) 
tels que Ch,(X) = Us. 
4. LES FONCTIONS @-CONCAVES 
DEFINITION. Soient S un ensemble quelconque, @ une famille de fonc- 
tions reelles definies sur S. Soit f une fonction reelle definie sur 5’. On dit 
que f est @-concave sur S si pour tout a, x, y  E S tels que a soit @-entre, x, ,z 
et sif(a) <f(-vhf(a) <f(r), on a 
f(a) =fW =f(u)- 
Soit & l’ensemble de toutes les fonctions @-concaves sur S. On voit 
immediatement que @ C &, et que tout point @-extremal de XC S est un 
point &-extremal de X et reciproquement. 
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PROPOSITION I. Les hypotheses restent les m&mes que celles de la Proposi- 
tion 1. Alors toute fonction @-concave SW S dont la restriction sur K est semi- 
continue inferieurement, atteint sa borne inferieure sur K en un point @-estre’mal 
de K. 
Demonstration: Soit f une fonction @-concave sur S telle que f  1 K 
soit semi-continue infkrieurement. Soit J! = infsEKf(x). Alors K n f -l(a) 
est un ensemble @-estrkmal fermC de K et (Lemme 3) il contient un point 
@-extrCma1 de K. 
DEFINITION. Soient S un espace vectoriel topologique localement convexe 
&park sur R, CD le dual de S, lLz une partie non vide de S. Une fonction 
f : A + R est dite @-concave sur -4 si V’s, , x2 E A, V.xO E A n lx1 , xa[, 
et si f (.vO) <f (&x1), f(xO) <f (X2), on aura f (so) = f (x1) = f (x2). 
Remarque. Si A est convexe et que f est une fonction concave sur A au 
sens classique (c’est-g-dire f (axI + (1 - a) xa) > aj(xJ + (1 - a)f(~J, 
V% , 2~‘~ EA, 0 < 01 < l), alors f est @-concave sur A. D’oh la terminologie 
choisie. 
La proposition suivante, analogue a la Proposition 7, est une gCnCralisation 
du principe du minimum de H. Bauer (voir Meyer [4], p. 278). 
PROPOSITION 8. Soient S un espace vectoriel topologique localement convexe 
separe’, @ le dual de S. Soit K une partie compacte non vide (non necessairement 
convene) de S. Soit f : K + R une fonction semi-continue inferieurement et 
@-concave sur K. Alors f atteint sa borne inferieure en un point extre’mal de K. 
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